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Tytultem wstepu.
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zaminie maturalnym, popartg przyktadowymi, rozwigzanymi zadaniami (jest ich 664).

Wiadomosci teoretyczne nie sg powieleniem tresci zawartych w podrecznikach szkolnych. Zostaty
one zapisane w taki sposob, aby byty pomocne w zrozumieniu materiatu wymaganego na maturze.
Ich uktad nie pokrywa sie z kolejnoscig ,dziatéw” matematyki, na jakie zazwyczaj dzielg wiedze
matematyczng autorzy podrecznikow.

Wazne jest, by po przeczytaniu materiatu teoretycznego sprobowac najpierw samodzielnie rozwia-
za¢ przyktadowe zadania, a dopiero potem przeanalizowa¢ podane rozwigzania. Takie postepowa-
nie w sposob istotny podniesie umiejetnosci i rozszerzy wiedze matematyczng czytelnika.
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1. Logika, cayli
podstawy poprawnego wzumowaria

‘Egoqlka/ to nauka o poprawnym rozumowaniu.

Fakt, ze tylko poprawne rozumowanie pozwala cztowiekowi na podstawie dostepnych
mu przestanek wycigga¢ kolejne, prawdziwe wnioski, spostrzegli juz starozytni. Dzi$
czesto przytacza sie dokonania Arystotelesa, ktory sformutowat kilka podstawowych
zasad poprawnego rozumowania, na przyktad:

v/ Zasada sprzecznosci - ,dwa twierdzenia wzgledem siebie sprzeczne nie mogg
by¢ rownoczes$nie prawdziwe”.

v’ Zasada wylaczonego Srodka - ,z dwéch zdan sprzecznych jedno musi by¢
prawdziwe, a drugie fatszywe” (trzeciego wyjScia nie ma: tertium non datur).

Zasady logicznego rozumowania, ktére wykorzystuje sie do rozwigzywania probleméw
matematycznych nazywane sg logika matematyczna.

W jezyku matematycznym, podobnie, jak i w jezyku potocznym, mamy do czynienia ze
zdaniami prostymi i ztoZonymi. W odrdznieniu od jezyka potocznego nie mozemy sobie
pozwala¢ na dowolnos$¢ w interpretacji tych zdan. Nie moze by¢ takiej sytuacji, ze wy-
powiedziane zdanie jest przez dwie osoby rozumiane w zupeinie odmienny sposoéb.
Zawsze ocena danej wypowiedzi moze by¢ tylko jedna. Z tego tez powodu przyjeto
omowione nizej zasady.

1. Clc. o & .é ”l./”

Dwa zdania potaczone spojnikiem ,i” nazywamy koniunkcjg zdan. Koniunkcje zdan p, q
mozemy zapisac na kilka sposobéw:

s pigq

Y

> p.q

p

> {q
Koniunkcje zdan p, q uznajemy za zdanie prawdziwe tylko wtedy, gdy jednocze-
$nie s3 prawdziwe p oraz q.




Usagir praktycone
v Zapisanie obok siebie dwéch zdan (nawet bez oddzielajgcego je przecinka), to
zapisanie koniunkcji. Gdy piszemy obok siebie dwa zdania - przekazujemy
tym samym informacje, ze sa one (lub maja by¢) jednoczesnie prawdziwe.
v' Przyklad: rozwiazujagc rownanie (x—2)(x+3)=0 nie mozemy pisac:
x =2, x = —3, gdyz zmienna x nie moze jednoczes$nie przyjmowac¢ dwéch réz-
nych warto$ci. Nalezy ponumerowac¢ rozwigzania: x; = 2,x, = —3 lub uzy¢
(omowionej w dalszym tek$cie) alternatywy: x = 2 lub x = —3.
v Dwa lub wiecej zapisow potaczonych nawiasem klamrowym jest koniunk-
: . (2x*—6x=7
cja. Zapis: { 2<6
jednoczesnie spetnione. Zapisy 2x? — 6x = 7 oraz x* < 6 polaczone s3 spojni-
kiem ,i”, czyli szukamy takich wartosci x, ktére spetniajg jednoczesnie réwnanie

oznacza, Ze podane rownanie i nieréwno$¢ maja by¢

i nieré6wnos¢. Wobec tego nalezy rozwigza¢ osobno réwnanie i nieréwno$¢, a na-
stepie wyznaczy¢ te warto$ci niewiadomej, ktére speiniajg tak réwnanie, jak i
nier6wnosc¢.

z. Clt. o & .‘ ”M/”

Dwa zdania potaczone spéjnikiem ,lub” nazywamy alternatywa zdan. Alternatywe
zdan p, ¢ mozemy zapisa¢ na dwa sposoby:

> p lub q

> pvgq
Alternatywe zdan p, q uznajemy za zdanie prawdziwe, gdy jest prawdziwe co naj-
mniej jedno z nich (jedno lub obydwa).

Nie nalezy myli¢ alternatywy ,lub” z tzw. alternatywa wykluczajaca: ,,albo”.

Alternatywa wykluczajaca: ,,p albo q” jest zdaniem prawdziwym, gdy prawdziwe
jest dokladnie jedno ze zdan (stad jej nazwa: jedno wyklucza drugie).

Przyktlady:
v' Gdy zapiszemy x < 0 lub x > 0, to mamy na mysli zbiér liczb rzeczywistych
bez zera (bo te liczby spetniaja co najmniej jedno z podanych zdan).
Gdy zapiszemy x < 0 albo x > 0, to mamy na mysli ten sam zbiér (bo te liczby
speiniaja doktadnie jedno z podanych zdan).
Jak wida¢ efekt ,dziatania” spo6jnikéow ,lub” oraz ,albo” czasami moze by¢ taki
sam.



v' Gdy zapiszemy x > —1 lub x <1, to mamy na mysli zbior wszystkich liczb
rzeczywistych (kazda liczba rzeczywista spetnia co najmniej jeden z tych wa-
runkéw).

v' Gdy zapiszemy x > —1 albo x < 1, to mamy na mysli zbiér (—oo0, —1) U (1, 00),
bo tylko liczby z tego zbioru speiniaja dokladnie jeden z podanych warunkow.

3. Uiycie konstwikejis ,jezeli ... to ..."

Zdanie ztozone zapisane stownie ,jezeli p to q” lub symbolicznie ,p = q” nazywamy
implikacja zdan p, q.

Stwierdzamy w ten sposéb, ze jezeli jest spetnione zdanie p, to wtedy jest rowniez spet-
nione zdanie q. Wypowiadajac implikacje, domySlnie nie rozpatrujemy sytuacji, gdy
zdanie p nie jest prawdziwe (wtedy q moze sobie by¢ jakie chce).

Wobec tego implikacja zdan ,jezeli p to q” jest falszywa tylko wtedy, gdy p jest
prawdziwe, a q jest falszywe.

Usagir praktycone

v" W postaci implikacji zapisywane sg twierdzenia matematyczne.
JJezeli trojkat jest tréjkatem prostokatnym o przyprostokatnych dtugosci a i b,
oraz przeciwprostokatnej dtugosci ¢, to a? + b = ¢* ” - to znane Ci twierdzenie
Pitagorasa.

v Implikacja czesto nazywana jest wynikaniem, a o zdaniu p = q méwimy: ,z p
wynika q”. Dla przyktadu podamy zdanie x # 0 = x% > 0. Jest to twierdzenie,
ktoére mowi: z faktu, iz x nie jest zerem wynika, Ze jego kwadrat jest dodatni.

4. Usycie konstukci ... wiedy o tylho wiedy, gdy ...”

Zdanie ztoZone zapisane na jeden z trzech sposobow:
» p wtedy i tylko wtedy, gdy q
> pjestrownowazne q
s peq

nazywamy rOwnowaznoscig zdan p, q.

Rownowazno$¢ zdan uznajemy za zdanie prawdziwe, gdy zachodzi jedno z dwojga:
— obydwa zdania s3 prawdziwe,
— obydwa zdania s3 falszywe.



Usnagis praktyczne

v" To zdanie zloZone dobrze opisuje jego nazwa: rownowaznoS$¢. Zdania sg réw-
nowazne: ,rowna waga” dwoch zdan oznacza doktadnie tyle, ze wypowiadajac
jedno, czy drugie zdanie, wypowiadamy ,to samo, tylko w innej postaci”. Jezeli
zapiszemy:

6x—4=x © 5x=4
to stwierdzamy, Ze podane dwa réwnania poza wyglagdem niczym sie nie réznia:
maja taka samga dziedzine i ten sam zbiér rozwiazan.

v Uzycie rownowaznosci jest czesto stosowanym sposobem zapisywania twierdzen
matematycznych, np.: ,funkcja liniowa jest funkcja rosnaca wtedy i tylko wtedy,
gdy wspotczynnik kierunkowy w rownaniu funkcji liniowej jest liczba dodatnig”.
Taki zapis oznacza, ze prawdziwe s3 twierdzenia:

,jezeli funkcja liniowa jest funkcjg rosnaca, to wspotczynnik kierunkowy w réw-
naniu funkgc;ji liniowej jest liczba dodatnig”

oraz twierdzenie odwrotne: ,jezeli wspotczynnik kierunkowy w réwnaniu funkcji
liniowej jest liczbg dodatnig, to funkcja liniowa jest funkcjg rosnacga”.

5. Usycie konstuikeji ,dla kaidego ...”

Zdanie zapisane w jednej z postaci:
» dla kazdego x: warunek(x)
» dla wszystkich x: warunek(x)
» dla dowolnego x: warunek(x)

> /\ warunek(x)

(zamiast x moze by¢ uzyta dowolna inna zmienna) nazywamy kwantyfikatorem ogol-
nym.

Zdanie z kwantyfikatorem ogdélnym uznajemy za prawdziwe, gdy warunek(x) jest
spelniony przez wszystkie rozpatrywane wartosci zmiennej x.

Usnagir praktyezne
v' Twierdzenia matematyczne czesto zapisywane sg za pomocg kwantyfikatora
ogolnego. Przyktadowo twierdzenie:
XER = x*>0
mozna zapisa¢ stownie:
kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest nieujemny, lub:

/\xZZO

XER



6. Usycie konstwikeji istnieje taki ..., 2o ...”

Zdanie zapisane w jednej z postaci:
» istnieje taki x, ze warunek(x)
>

\/ warunek(x)

(zamiast x moze by¢ uzyta dowolna inna zmienna) nazywamy kwantyfikatorem szcze-
gotowym.

Zdanie z kwantyfikatorem szczegétowym uznajemy za prawdziwe, jezeli co naj-
mniej jedna wartosc¢ x spelnia warunek(x) - jedna lub wiecej, a w skrajnym przypad-
ku nawet wszystkie.

Usnagi prakiyozne
v' Gdy uzywamy kwantyfikatora szczegétowego, nie musimy wskazywac elementu,
ktory jak stwierdzamy: istnieje.
Takich elementéw moze by¢ wiele, moze tez istnie¢ tylko jeden. Ilo$¢ jest nie-
wazna. Stwierdzamy tylko, Ze nie mozna powiedzie¢, iz elementow spetniajacych
podany warunek(x) nie ma.

7.%wdna/szta£axzapmmm

Czesto musimy czemus$ zaprzeczy¢. Piszemy:
o 6x—3 # 0 (niejest rowne)
o 6x—3 £ 0 (nie jest wieksze lub réwne)
o a & C (nie nalezy do...)

Whbrew pozorom zaprzeczanie nie jest tatwe (oczywiScie - poprawne zaprzeczanie), a
ilos¢ popetnianych przy tym btedéw taka opinie potwierdza.

Rozpatrzmy koniunkcje:
xeCix>10
Kiedy podane zdanie jest falszywe, czyli dla jakich wartos$ci x prawdziwe jest
zdanie:
Jnieprawda,ze (x e C i x > 10)"?



Skoro koniunkcja jest prawdziwa tylko wtedy, gdy prawdziwe sa obydwa pota-
czone spoéjnikiem ,i” zdania, to fatszywa jest w pozostatych trzech przypadkach:
a) gdy zachodza:x € C,x > 10

b) gdy zachodza: x € C ,x » 10

c) gdyzachodza:x ¢ C,x #» 10

Wobec tego, jezeli chcemy zapisaé zaprzeczenie ,nieprawda, ze (x € C i x > 10)”
w sposoéb bardziej przyjazny dla ucha i intuicji, robimy to nastepujgco:

x&C lub x* 10

Mozna tu sformutowac og6lng zasade:

Zaprzeczenie koniunkcji to alternatywa zaprzeczen.

{ x+y=4
2x—y=2
Paraliczb x = 2, y = 2 spetnia podany uktad réwnan. Oznacza to, Ze podana para
liczb spetnia tak pierwsze, jak i drugie rownanie.
Podanego uktadu ro6wnan nie spetniaja pary liczb, ktoére:
o nie spetniajg pierwszego réwnania, lecz speiniajg drugie ro6wnanie,
o nie spetniajg drugiego roéwnania, lecz spetniajg pierwsze rownanie,
o nie spetniajg zadnego z tych réwnan.

Rozpatrzmy alternatywe:
x<0 lub x>1
Kiedy podane zdanie jest falszywe, czyli dla jakich wartos$ci x prawdziwe jest
zdanie:
Jnieprawda, ze (x < 0 lub x> 1)"?

Skoro alternatywa jest prawdziwa, gdy prawdziwe jest jedno lub obydwa zdania
potaczone spojnikiem ,lub”, to falszywa jest tylko wtedy, gdy obydwa zdania sa
fatszywe.
Wobec tego zaprzeczenie alternatywy ,nieprawda, ze (x <0 lub x> 1)”"
mozna zapisac inaczej:

x<+0 i x*1

czyli

x=201i x<1

Podsumowujac: zaprzeczenie alternatywy to koniunkcja zaprzeczen.



Praktyoony proyhtad

Rozwiazujac rOwnanie (x — 1)(x + 2) = 0 piszemy: x = 1 lub x = —2.
Czasami jednak, np. przy wyznaczaniu dziedziny funkcji:
x
f®O =G Dar2)
piszemy:

x—-1Dxx+2)+0.
Wielu rozwigzujgcych ten warunek podaje takie rozwigzanie:

x#1 lub x # 2.
Niestety, taki zapis jest btedny: warunek x # 1 lub x # —2 spelniajg wszystkie
liczby rzeczywiste, bo kazda spetnia co najmniej jedno z dwojga: jest rézna od 1;
jestrézna od —2.
Przyczyna powstatego btedu jest niewtasciwe zaprzeczenie alternatywy. Zaprze-
czeniem alternatywy jest koniunkcja zaprzeczen, czyli nalezato zapisac:

x#+1ix+-2

Jezeli kto§ wygtosi opinie w postaci implikacji (twierdzenie): ,Jezeli ... to ...”, po-
winni$my potrafi¢ sformutowaé zaprzeczenie tej opinii.

Ta umiejetnos¢ jest tez potrzebna, gdy podczas rozwigzywania zadania zastana-
wiamy sie nad stusznos$cig wnioskoéw, ktére sami wyciggamy.

Nie jest to trudne, gdyz zazwyczaj zdanie tego typu mowi, ze wiele elementéw ma
pewng wiasnos¢. Aby temu zaprzeczy¢, wystarczy podac jeden przykilad - ta-
kiego elementu, ktory wspomnianej wlasnosci nie ma, a powinien ja miec.

Aby nie byto zbyt naukowo, bardzo konkretny przyktad. Kto§ powiedziat: ,jezeli
cos jest stodkie, to jest to cukier”. Wiemy, Ze jest to nieprawda, wiec wyciggamy z
kieszeni tabliczke czekolady i méwimy: ,Popatrz: to jest stodkie i nie jest to cu-
kier!”.

Wobec tego: zaprzeczeniem implikacji ,Jezeli p to q” jest zdanie ,,p i nie q”".

Prakiycony proyktad

Czy twierdzenie: ,jezeli x € R to x? > 0” jest prawdziwe?

Nie jest,bo 0 € Ri 0% * 0.

Czy twierdzenie: ,jezeli x € R to x* > 0” jest prawdziwe?

Tak, bo nie potrafimy znaleZ¢é takiej wartosci x € R, dla ktérej zachodzi x* £ 0
(czyli x* < 0).

10



*_% e A [ ﬁ‘ [ sd.

Zaprzeczenie zdania ,dla kazdego x: warunek(x)” jest fatwe. Wystarczy podac
przyktad takiego x, ktéry nie spetnia podanego warunku.

Wobec tego: zaprzeczeniem zdania ,dla kazdego x: warunek(x)” jest zdanie
»istnieje taki x, ze warunek(x) nie jest spelniony”.

Praktyocny proyhtad

Wiem, Ze nieprawdg jest twierdzenie, iz kazdy wielomian ma pierwiastki. Dla-
czego? Bo istnieje taki wielomian, ktéry nie ma pierwiastkéw, np. x% + x + 5.
Czy kazdy cigg rosngcy jest ciggiem arytmetycznym? Nie - oto przykiad:
(1,2,4,8,16,32, ...). Istniejg ciagi, ktore sg rosngce i nie sg arytmetyczne.

8.

Zaprzeczenie zdania ,istnieje x taki, dla ktdrego jest spelniony warunek
w(x)” i wziecie na siebie obowigzku uzasadnienia, Ze mamy racje, nie jest tatwe.
Musieliby$my wykaza¢, ze wszystkie wartoSci x nie spetniajag podanego warun-
ku, czyli musieliby$my przeprowadzi¢ dowéd.

Wobec tego: zaprzeczeniem zdania ,istnieje taki x, ze: warunek(x)” jest zda-
nie ,dla wszystkich x warunek(x) nie jest speilniony”.

Aksjomaty, definicje...

Nie lubimy, gdy kto$ uzywa niezrozumiatych dla nas stéw. Na lekcjach matematyki jest

kilka takich stéw, ktére styszymy wielokrotnie, wiec powinniSmy zna¢ doktadnie ich

znaczenie:

v

v

Aksjomat (postulat, pewnik) - to zdanie przyjmowane za prawdziwe bez udo-
wadniania go.

Definicja - to wypowiedZ o okreslonym ksztaicie, w ktérej informuje sie o zna-
czeniu danego stowa/wyrazenia.

Twierdzenie - to zdanie w postaci implikacji, ktérego prawdziwo$¢ udowodnio-
no.

Dowad - to wykazanie, Ze pewne zdanie jest prawdziwe.

Kazdy krok dowodu musi jasno wynika¢ z poprzednich lub by¢ przyjetym aksjo-
matem. Zwyczajowo koniec dowodu oznacza sie skrotem c.n.d. (co nalezato do-
wie$¢) lub podobnym.

11



9. Puyhladowe zadania z vomwiazaniami

1. Dlajakich x € R prawdziwe jest zdanie: ,x E NT i (x <4 lub x > 10)"?

Rozwiazanie
Zbior liczb spetniajgcych alternatywe ,x < 4 lub x > 10” przedstawimy na osi liczbo-
wej:

4

Szukane liczby muszg jednocze$nie (spojnik ,i”) naleze¢ do tego zbioru i do zbioru liczb
naturalnych dodatnich. Wobec tego zbiér liczb, dla ktorych prawdziwe jest podane zda-
nie jest nastepujacy: {1,2,3,11,12,13,14,15 ... }.

2. Rozwigz réwnanie: (x? — 25)vx — 3 = 0.

Rozwiazanie

Najpierw wyznaczymy dziedzine réwnania:
x—3=20

x=3

Teraz wyznaczamy rozwigzania:
(x2=25)Vx—3=0

x?—25=0 lub Vx—=3=0
x=5 b x=-5 lub x=3

Z otrzymanych trzech liczb jedna: x = —5 nie nalezy do dziedziny réwnania. Wobec tego
réwnanie ma dwa rozwigzania:x =5 lub x = 3.

3. Zaznacz w uktadzie wspétrzednych zbioér punktéw, ktérych wspoétrzedne speiniajg
rownanie: 4x? = y2.

Rozwiazanie
4x% = y?
4x%2 —y?2 =0

Cx—-y)2x+y)=0
2x—y=0 lub 2x+y=0
y=2x lub y=-2x
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